
6
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6

Κανονική Κατανοµή

Η κανονική κατανοµή, γνωστή και ως κατανοµή Gauss, συνιστά αναµφισβήτητα το σηµαντικότερο και
ευρύτερα εφαρµοζόµενο πιθανοτικό µοντέλο στην Στατιστική Επιστήµη, τη Θεωρία Πιθανοτήτων και
την Ανάλυση ∆εδοµένων. Η κεντρική της ϑέση στη σύγχρονη στατιστική µεθοδολογία οφείλεται τόσο
στις εξαιρετικές µαθηµατικές της ιδιότητες όσο και στην εκπληκτική της ικανότητα να περιγράφει µε
ακρίβεια µια τεράστια ποικιλία ϕυσικών, ϐιολογικών, οικονοµικών και κοινωνικών ϕαινοµένων. Από τη
µέτρηση ανθρωποµετρικών χαρακτηριστικών και την ανάλυση σφαλµάτων στις ϕυσικές επιστήµες, έως
την αποτίµηση χρηµατοοικονοµικών προϊόντων και τη µοντελοποίηση συµπεριφοράς καταναλωτών, η
κανονική κατανοµή αποτελεί το αναλυτικό εργαλείο για την κατανόηση και πρόβλεψη της µεταβλητότητας
στον πραγµατικό κόσµο.

Η ϑεµελιώδης σηµασία της κανονικής κατανοµής πηγάζει από το Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα, ένα από
τα σηµαντικότερα αποτελέσµατα της µαθηµατικής στατιστικής, το οποίο διατυπώνει ότι το άθροισµα (ή
ο µέσος όρος) µεγάλου αριθµού ανεξάρτητων τυχαίων µεταβλητών προσεγγίζει την κανονική κατανοµή,
ανεξάρτητα από την κατανοµή των επιµέρους µεταβλητών. Αυτή η αξιοσηµείωτη ιδιότητα εξηγεί γιατί
τόσα πολλά ϕαινόµενα στη ϕύση και την κοινωνία ακολουθούν προσεγγιστικά την κανονική κατανοµή:
οι περισσότερες παρατηρούµενες µεταβλητές αποτελούν αποτέλεσµα της σωρευτικής επίδρασης πολλών
µικρών, ανεξάρτητων παραγόντων. Επιπλέον, η κανονική κατανοµή διαθέτει µια σειρά ελκυστικών µα-
ϑηµατικών ιδιοτήτων : είναι πλήρως προσδιοριζόµενη από δύο παραµέτρους (µέση τιµή και διασπορά),
διατηρεί το σχήµα της υπό γραµµικούς µετασχηµατισµούς και το άθροισµα ανεξάρτητων κανονικών
µεταβλητών παράγει πάλι κανονική µεταβλητή.

Το παρόν κεφάλαιο αναπτύσσει συστηµατικά τη ϑεωρία και τις εφαρµογές της κανονικής κατανοµής,
υιοθετώντας µια προσέγγιση που ισορροπεί µεταξύ µαθηµατικής αυστηρότητας και πρακτικής εφαρµο-
σιµότητας.
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6.1 Ιδιότητες και Χαρακτηριστικά. Κεφάλαιο 6.

6.1 Ιδιότητες και Χαρακτηριστικά

Η κανονική κατανοµή είναι η πιο σηµαντική και ευρέως χρησιµοποιούµενη συνεχής κατανοµή πιθανότη-
τας στη στατιστική και την επιστήµη των δεδοµένων. Εµφανίζεται σε πληθώρα ϕυσικών και κοινωνικών
ϕαινοµένων και αποτελεί τη ϐάση πολλών στατιστικών µεθόδων και τεχνικών ανάλυσης.

Ορισµός 6.1 (Κανονική Κατανοµή). Μια συνεχής τυχαία µεταβλητή X ακολουθεί κανονική κα-
τανοµή (normal distribution) µε παραµέτρους µ (µέση τιµή) και σ2 (διασπορά) και συµβολίζεται
µε

X ∼ N(µ, σ2),

αν η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της είναι :

f(x) =
1

σ
√
2π

e−
(x−µ)2

2σ2 , −∞ < x < ∞

Οι παράµετροι της κανονικής κατανοµής είναι :

• µ: η µέση τιµή, που καθορίζει το κέντρο της κατανοµής
• σ: η τυπική απόκλιση, που καθορίζει το εύρος (spread) της κατανοµής
• σ2: η διασπορά

Η Εικόνα 6.1 απεικονίζει τρεις κανονικές κατανοµές µε διαφορετικές µέσες τιµές (µ = −2, 0, 2) αλλά
την ίδια τυπική απόκλιση (σ = 1). Παρατηρούµε ότι η µέση τιµή µ καθορίζει το κέντρο της κατανοµής,
δηλαδή η καµπύλη «µετακινείται» οριζόντια χωρίς να αλλάζει το σχήµα της. Οι τρεις καµπύλες έχουν
το ίδιο ύψος και το ίδιο εύρος, αλλά είναι κεντραρισµένες σε διαφορετικά σηµεία του άξονα x. Αυτό
επιβεβαιώνει ότι η παράµετρος µ λειτουργεί ως παράµετρος ϑέσης (location parameter), µετατοπίζοντας
την κατανοµή χωρίς να επηρεάζει τη διασπορά της.

Η Εικόνα 6.2 παρουσιάζει τρεις κανονικές κατανοµές µε την ίδια µέση τιµή (µ = 0) αλλά διαφορετικές
τυπικές αποκλίσεις (σ = 0.5, 1, 2). Η τυπική απόκλιση σ καθορίζει το εύρος και την «αιχµηρότητα» της
καµπύλης. ΄Οταν σ είναι µικρό (π.χ. σ = 0.5), η καµπύλη είναι ψηλή και στενή, υποδεικνύοντας ότι
οι τιµές είναι συγκεντρωµένες κοντά στη µέση τιµή. Αντίθετα, όταν σ είναι µεγάλο (π.χ. σ = 2), η
καµπύλη είναι χαµηλή και πλατιά, δείχνοντας µεγαλύτερη διασπορά των τιµών. Το εµβαδόν κάτω από
κάθε καµπύλη παραµένει ίσο µε 1, ανεξάρτητα από την τιµή του σ, διατηρώντας τη ϐασική ιδιότητα της
κατανοµής πιθανότητας.

6.1.1 Βασικές Ιδιότητες

Η κανονική κατανοµή διαθέτει µια σειρά χαρακτηριστικών ιδιοτήτων που την καθιστούν ιδιαίτερα χρήσι-
µη:

1. Συµµετρία: Η κατανοµή είναι συµµετρική ως προς τη µέση τιµή µ. Αυτό σηµαίνει ότι

f(µ+ a) = f(µ− a) για κάθε a > 0.
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Κεφάλαιο 6. 6.1 Ιδιότητες και Χαρακτηριστικά.

Εικόνα 6.1: Καµπύλες κανονικής κατανοµής µε διαφορετικές µέσες τιµές (σταθερή τυπική απόκλιση
σ = 1)

Εικόνα 6.2: Καµπύλες κανονικής κατανοµής µε διαφορετικές τυπικές αποκλίσεις (σταθερή µέση τιµή
µ = 0)
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2. Σχήµα καµπάνας: Η γραφική παράσταση της συνάρτησης πυκνότητας έχει χαρακτηριστικό καµ-
πανοειδές σχήµα, γνωστό ως καµπύλη Gauss.

3. Ασύµπτωτη συµπεριφορά: Η καµπύλη πλησιάζει ασυµπτωτικά τον άξονα x καθώς x → ±∞, χωρίς
ποτέ να τον αγγίζει.

4. Μέγιστο: Η µέγιστη τιµή της συνάρτησης πυκνότητας εµφανίζεται στο x = µ και είναι :

f(µ) =
1

σ
√
2π

5. Σηµεία Καµπής : Η καµπύλη έχει σηµεία καµπής στα x = µ± σ.
6. Εµβαδόν : Το συνολικό εµβαδόν κάτω από την καµπύλη είναι 1:∫ ∞

−∞
f(x) dx = 1

7. Μέση Τιµή, ∆ιάµεσος, Επικρατούσα τιµή : Για την κανονική κατανοµή ισχύει :

Μέση Τιµή = ∆ιάµεσος = Επικρατούσα τιµή = µ

Εικόνα 6.3: Συµµετρία της κανονικής κατανοµής ως προς τη µέση τιµή

Η Εικόνα 6.3 επιδεικνύει την ιδιότητα της συµµετρίας της κανονικής κατανοµής. Τα δύο χρω-
µατισµένα εµβαδά, ένα αριστερά και ένα δεξιά της µέσης τιµής µ = 100, απέχουν την ίδια α-
πόσταση (a = 20) από το κέντρο. Λόγω της συµµετρίας, αυτά τα δύο εµβαδά είναι ίσα, δηλαδή
P (µ − a ≤ X ≤ µ) = P (µ ≤ X ≤ µ + a). Αυτή η ιδιότητα σηµαίνει ότι η καµπύλη µπορεί να
«διπλωθεί» κατά µήκος της κατακόρυφης γραµµής στο µ και τα δύο µισά ϑα ταιριάζουν απόλυτα. Η
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Κεφάλαιο 6. 6.1 Ιδιότητες και Χαρακτηριστικά.

Εικόνα 6.4: Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας (PDF) και αθροιστική συνάρτηση κατανοµής (CDF) για
N(50, 102)

συµµετρία είναι µια ϑεµελιώδης ιδιότητα που διευκολύνει υπολογισµούς πιθανοτήτων και αποτελεί λόγο
για τον οποίο η µέση τιµή, η διάµεσος και η επικρατούσα τιµή συµπίπτουν στην κανονική κατανοµή.

Η Εικόνα 6.4 παρουσιάζει τόσο τη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας (PDF) όσο και την αθροιστική
συνάρτηση κατανοµής (CDF) για την κατανοµή N(50, 102). Στο αριστερό γράφηµα, η καµπανοειδής
καµπύλη της PDF δείχνει τη σχετική πιθανότητα διαφορετικών τιµών, µε το µέγιστο στη µέση τιµή µ = 50.
Το σκιασµένο εµβαδόν κάτω από την καµπύλη αντιπροσωπεύει πιθανότητες. Στο δεξί γράφηµα, η CDF
δείχνει την πιθανότητα P (X ≤ x) για κάθε τιµή x, αυξάνοντας µονοτονικά από 0 έως 1. Παρατηρούµε
ότι στο x = µ = 50 η CDF έχει τιµή 0.5, επιβεβαιώνοντας ότι η µέση τιµή διχοτοµεί την κατανοµή.

6.1.2 Στατιστικά Μέτρα

Για µια τυχαία µεταβλητή X ∼ N(µ, σ2):

• Μέση τιµή:
E(X) = µ

• ∆ιασπορά:
Var(X) = σ2

• Τυπική σπόκλιση:
SD(X) = σ

• Συντελεστής ασυµµετρίας:
Skewness = 0

• Κύρτωση:
Kurtosis = 3
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